2.3. Macierz odwrotna

Definicja 2.19. Macierzg odwrotng do macierzy kwadratowej A nazywamy macierz kwadratowg tego
samego stopnia (oznaczamy przez A™') taka, ze

AAT =1, ey
gdzie I jest macierza jednostkowa.
Jezeli macierz odwrotna A™" istnieje, to méwimy, ze A jest macierzq odwracalng.

Definicja 2.20. Macierz kwadratowa A nazywamy macierzq nieosobliwg, jezeli |Al=0. W
przeciwnym przypadku méwimy, ze macierz A jest osobliwg.

Twierdzenie 2.13. Macierz odwrotna do macierzy A istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy A jest macierzg
nieosobliwa.

Definicja 2.21. Macierzq dotgczong A” do macierzy kwadratowej A nazywamy macierz

transponowang do macierzy dopeinien algebraicznych elementéw a; macierzy A, tzn.
ij

a*=(a].

Twierdzenie 2.14. Jezeli A jest macierza nieosobliwa, to

o A°
Al 2
Przyklad 2.15. Obliczy¢ macierz odwrotng do macierzy
2 -4 3
A=|1 =2 1].
0 1-1

Rozwigzanie. Poniewaz |A|=1=0, to macierz odwrotna A~' istnieje. Korzystajac ze wzoru (2.8)

obliczamy dopelnienia algebraiczne A; elementow macierzy A:

Allz(_l)z_ 1:1’ A12:(_1)31 121, An:(_1)41 _2‘:1,
1 -1 0 -1 ‘ 0 1
374 3 2 3 s[2 —4
Ay =(1) 1_1‘:‘1’ Ay =(=1) 0_1‘=—2, Ay =1 1‘:‘2’
Aﬂ:(_l)4_ 3‘:2’ A32:(_1)52 3‘:1’ A%%:(_1)62_4‘:0-
‘ -2 1 1 1 > 1 -2
Wigc mamy
1 1 1
[4;]=|-1-2 2|
2 1 0
Stad

T

1 1 1 1 -1 2
AP =|-1-2-2| =]1 -2 1]
2 1 0 1 -2 0

Zatem macierz odwrotna ma postaé¢



, |1 -1 2
A=Al o
! 1 -2 0
Sprawdzenie:
2 -4 31|11 -1 2| (1 0O
A-A' =1 =2 1|1 =2 1|=[0 1 0|=I.
0O 1 -1j1 =2 0 |0 0 1
Macierz odwrotna ma nastepujace wlasnosci.

Twierdzenie 2.15. Niech A i B s3 macierzami nieosobliwymi tego samego stopnia. Wtedy mamy

A AT =A".4, (3
1
A= —, (4)
=
(a” )_1 =A, (5)
I"=1,
()" =(+). ©
(M) '=2TAT, AeR, =0,
(AB) =B, (7)
Przyklad 2.16. Niech
1 2] -1 3‘ [—1 0]
A= , B= , C= .
0 1 21 11

Rozwigza¢ podane réwnania macierzowe:
a)A-X=B; b)A-X-A'=B; ¢) A-X-C+B=A.
Rozwigzanie. a) Poniewaz | A|=1=0, wiec macierz odwrotna A™' istnieje i podane réwnanie jest
réwnowazne réwnaniom:
AT A-X=A"B,
I-X=A"B,
X=A"B.
Obliczymy najpierw macierz A~'. Mamy
A, =D 1=1, A,=(1)-0=0, A, =(-1*2=-2, A, =(—D"1=1.
Zatem

T

A*l_[Ai/]T_l 10
0 1|

Al 1-2 1

Teraz mozemy obliczy¢ macierz X . Mamy
1-2| -1 3 [I-(=D+(=2)-2 1-34+(=2)-1] |-5 1

0 1'\ 2 1] [0-(=D+1-2  0-3+1-1 ]:\ 2 1]'

o

X:A‘-B:[

b) Réwnanie A-X -A™' = B jest rtwnowazne réwnaniu
A"A X A" A=A"B-A
czyli
X=A"B-A.



Poniewaz

A B A— =5 111 2| ((=5-1+1-0 (=5-2+11] |-5-9
210 1 [2:1+1-0 22411 | | 2 5/
wigc rozwigzanie ma postac
-5-9
X = .
2 5

¢) Mnozac obie strony réwnania A- X -C + B = A lewostronnie przez A~' otrzymamy
A A X-C+A""B=A"A,
X-C+A"'"B=1I,
X-C=1-A"B.
Macierz C jest odwracalna, poniewaz | C |= —1 . Zatem mnozac prawostronnie obie strony powyzszego
réwnania przez C~' otrzymamy
X-C-C'=(I-A"-B)-C",

X=C'-A"B-C"',
Obliczymy C~'. Dopelnienia algebraiczne w tym przypadku wygladaja nastgpujaco:
¢ =, ¢,=-1 (C, =0, C,=-1
Zatem

T

-1 0
1 1|

c! [CU]T 1\1 -1

] —1jo —1

Podstawiajagc C~' do réwnania i korzystajac z tego, ze macierz A~ - B jest rozwigzaniem przyktadu a),
mamy
X_[1 0][5 1]. -1 0]_[1 0]\ 6 1‘
11 2 1] 1 1 1 1] |-11

-7 -1
2 0]

1 ostatecznie

X:

Definicja 2.22. Macierz kwadratowg nazywamy macierzq ortogonalng, jezeli zachodzi réwnosc¢
Al =A"

Twierdzenie 2.16. Wyznacznik macierzy ortogonalnej jest réwny 1 lub —1.

Przyklad 2.17. Macierz

cosp —singp

b}

sing  cosp
gdzie ¢ € R, jest macierza ortogonalng. Rzeczywiscie, mamy
| A|l=cos¢-cosp+sinp-sing =1.

Stad macierz odwrotna ma postac¢

T

cosp —singp cosy  singp

Al :[AU]T -

sinp  cos —sing  cosy

Zatem A" = A",



2.4. Rzad macierzy

Niech A jest macierza prostokatng o wymiarze mxn, tzn. A=|a,]

mxn *

nazywamy liczbe r, ktéra jest rOwna najwyzszemu

Definicja 2.23. Rzgdem macierzy A=la;],.,
stopniowi réznych od zera minoréw tej macierzy.
Rzad macierzy A oznaczamy przez R(A) lub rzgd(A). Przypomnijmy, ze minorem macierzy A

nazywamy wyznacznik kazdej macierzy kwadratowej powstalej z macierzy A przez usunigcie pewnej
ilosci wierszy i kolumn.
Z definicji 2.23 wynika bezposrednio, ze jezeli A jest macierza kwadratowg nieosobliwg stopnia n, to
R(A)=n. Rowniez fatwo mozna sprawdzi¢, ze dla dowolnej macierzy A=[q,;],,, spetniona jest
nieréwnos$¢

0 < R(A) <min{m,n}
oraz réwnos¢

R(A)=R(A").

Zaznaczmy, ze R(A) =0 tylko w przypadku macierzy zerowe;j.

Przyklad 2.18. Wyznaczy¢ rzad macierzy

1 2-1
A= ; B=
[03 4]

AN = W

1
0
2

A 0O

Rozwiazanie. Macierz A jest macierza o wymiarze 2x3. Zatem 1< R(A) <2. Skre$lajac ostatnig
kolumng¢ otrzymamy minor stopnia 2

1 2
=-3=0.
Stad R(A)=2.
Dla macierzy B mamy
31 2 31 2
|B|=|1 0 8=2l 0 8=0.
6 2 4 31 2

Zatem R(B) < 3. Poniewaz, na przyklad nastgpujacy minor drugiego stopnia
31
=—1=0,
1 0
wiec R(B)=2.
Korzystajac z wlasnos$ci wyznacznikéw mozna stwierdzié, ze przeksztalcenia elementarne macierzy,
tzn. przestawienia wierszy (kolumn), mnozenie wiersza (kolumny) przez liczb¢ rézng od zera,

dodawania do wiersza (kolumny) kombinacji liniowej pozostatych wierszy (kolumn) itd., nie zmienia
rzgdu macierzy.

Przyklad 2.19. Wyznaczy¢ rzad macierzy
1 20 2
A=3 1 1 5.
4 3 1 7



Rozwigzanie. Przeksztalcajac macierz mamy

1 3 4 1 3 4-1-3
rzqd(A):rzqd(AT):rzqd 2 b3 =rzqd 2 1 3-2-1 =
01 1 01 1-0-1
2 57 25 7-2-5
130 1
=rzqd 210 =rzqd 21 =2.
010 01
250 25
Ostatnia réwnos¢ zachodzi, poniewaz minor
13
, 1= —-5=0.
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